Fuerzas y potenciales

R. O. Barrachina

La teoria de los resortes, aunque intentada por diversos matematicos eminentes de esta época, hasta ahora no ha sido publicada por ninguno.
Han pasado casi dieciocho afios desde que yo la encontré, pero decidiendo aplicarla a algtin caso particular', omiti su publicacién...

Toémese una cantidad de alambre de seccion uniforme, ya sea de acero, hierro o latén y enrédese tal alambre sobre un cilindro formando una
hélice de la longitud o numero de vueltas que se desee, después formense lazos con los extremos, de uno de los cuales debe suspenderse esta
bobina sobre un clavo y el otro sostenga el peso con que se hubiese distendido, y, colgando varias pesas, obsérvese exactamente a qué longitud
cada una de las pesas se extiende mas alla de longitud que su propio peso lo extiende y se encontrara que si una onza, o una libra o cierto peso
lo extendié una linea, o una pulgada, o cierta longitud, entonces dos onzas, dos libras o dos pesas lo extenderan dos lineas, dos pulgadas o dos
longitudes; y tres onzas, libras o pesas, tres lineas, pulgadas o longitudes y asi sucesivamente. Y esta es la regla o ley de la naturaleza, sobre la
cual todas las formas de movimiento de estiramiento o restitucion proceden, ya sea de enrarecimiento, extension, o condensacion y compresion.
Robert Hooke (1678).

1. Interaccion elastica es el vector posicion que ubica a la particula sobre la cual actia la fuerza
respecto de la otra. La energia potencial correspondiente es
El descubrimiento de la fuerza de restitucion en 1678 dio muy justo
renombre a Robert Hooke, quien al ano siguiente ya se desempenaba como
secretario de la Royal Society. Decimos que dos particulas estan en interac-
cién eldstica cuando la fuerza de interaccién es F = —k(r — r,r), donde r Vi(r) = ik(r —10)” .
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La constante de restitucién k y la longitud propia (o de equilibrio) 7, son
independientes de los dos cuerpos y sélo dependen del mecanismo parti-
cular de interaccién. El resorte descrito por Hooke es sélo un ejemplo de
interaccion elastica. En dicho caso, esta ley lineal vale s6lo dentro de ciertos
limites, fuera de los cuales el resorte se deforma (limite de elasticidad). Esto
vale también en muchas aplicaciones, donde la ley de Hooke es sélo una
aproximacion valida cerca de un punto de equilibrio estable. Un ejemplo
mas simple de esto se da en el estudio de moléculas diatémicas.

2. Moléculas diatédmicas

Bésicamente una molécula es un grupo de nticleos rodeados por elec-
trones de tal manera que el conjunto es estable. Esta es una extensién natu-
ral del concepto de d4tomo, que es un nicleo rodeado por electrones. Cuan-
do varios dtomos se combinan para formar una molécula, los electrones en
orbitas mas cercanas al nucleo pricticamente no son perturbados. Sélo los
electrones de valencia en orbitas mas abiertas son afectados siendo, por lo
tanto, responsables de la mayoria de las propiedades quimicas de las molécu-
las.

En general, el origen de las ligaduras quimicas no es algo que se pueda
estudiar en el &mbito de la mecénica clasica®. Sin entrar en mayores detalles,
el resultado es que los carozos atémicos sienten una interacciéon atractiva,
excepto a distancias muy cortas donde la repulsién entre los ntcleos es pre-
ponderante. Como resultado de esta interaccion se forma un minimo de po-
tencial, que hace energéticamente favorable que los nicleos de una molécula
diatomica se mantengan ligados a una distancia de equilibrio 7.

Una molécula puede emitir o absorber luz, variando su velocidad de
rotaciéon alrededor de su centro de masa. La forma en que haga esto de-
pende de la distancia media de equilibrio r,. Por lo tanto, esta distancia de
equilibrio puede obtenerse a partir de mediciones de procesos de absorcién
y emisién de luz por gases, resultando estar entre 1 y 7 unidades atémicas,
aproximadamente; donde la unidad atémica de longitud estd definida por el
radio de la érbita del electrén en el dtomo de Hidrégeno, 5.3 x 1079 cm.

Por otra parte los ntcleos pueden oscilar alrededor de sus posiciones
relativas de equilibrio. En este caso, podemos aproximar a la energia poten-
cial de la molécula, cerca de su separacion de equilibrio r,, por un potencial
arménico V (r) = k(r — r,)?/2, con frecuencias caracterfsticas de oscilacién
wo = +/(k/1) Experimentalmente se encuentra que estas frecuencias van de
1 x 10'* Hz para el Cl, hasta 8.1 x 10'* Hz para el Ho, es decir en el rango
infrarrojo.

3. Fuerzas centrales conservativas

Las fuerzas electrostatica, gravitatoria y eldstica comparten dos
propiedades muy importantes. En primer lugar son centrales, es decir que
actuan sobre la misma direccién del vector posiciéon

F(r,v,---,t):f(r,v,---,t)f'.

Por otro lado son conservativa. Con esto ultimo queremos decir que existe
una funcién V (r) llamada energia potencial, tal que

oV
f=-3C.
A continuacién veremos una serie de leyes de fuerza conservativas no cen-
trales.

4. Momento dipolar

Advertencia: Los temas que se desarrollan a continuacién su-
peran el nivel de conocimiento requerido para ingresar al Insti-
tuto Balseiro. Sin embargo, su lectura puede resultar formativa y
la matematica que se requiere no deberia estar fuera del alcance
de estudiantes que hayan completado un segundo ano de fisica o
ingenieria.

Supongamos que acercamos dos cargas iguales y opuestas ¢; y —q; has-
ta una distancia a. Si ubicamos otra carga ¢ a una distancia r respecto del
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centro de masa de dicho par, la energia potencial del sistema es

2
3 a0 qaq 4
V‘*%<h—ap| h—amy+a>'

El dltimo término es constante, y por lo tanto podemos eliminarlo redefinien-
do el cero de energia

1 1
Vi="loaa (\r—i—a/Q! B |r—a/2> '

Ahora supondremos que a < 7, de manera tal que podemos desarrollar en
términos de r/a,

L e (&) e
r+a/2| 7 = i 2r e ’

donde P, son los polinomios de Legendre. Los primeros polinomios de la
serie son

Py(r-a) = 1
P(r-a) = r-a
f A 1 L2
Py(r-a) = 3 (3(1' a) —1)
oA 1 L A3 LA
Py(r-a) = 3 (5(1‘ a)’ —3r a)
de manera tal que
1 1 r-a 3(r-a)?—a%?
- @@ @ = 7q: _|_ ,
r+a/2] r 213 8712

y, por lo tanto,
r-a
V:ﬂoqq1TT+... .

Esta energia potencial se denomina “dipolar”, y se suele escribir en términos
del momento dipolar b = ¢1a, de manera tal que

r- d
Vdipolar ﬁo q
Para calcular la fuerza utilizamos que Vr™ = nr""1# y V(r-d) = d, con lo
cual
Boq

Fdipolar = v‘/dipolar =

F( (r- d)r—rd).

5. Momento cuadrupolar

Podemos repetir el proceso anterior, poniendo ahora dos dipolos opuestos
d y —d a una distancia relativa a. Si ubicamos una carga ¢ a una distancia
r (r > a) respecto del centro de masa de dicho par, la energia potencial del
sistema es

Vewsdrapoler = Foad (,(:__ f/ji - \(f ://221)3)
= ﬁoqd-[(r—a/Q)(l grr5d>

3(d-r)(a-r)— (d-a)r

b

a2 (-5 5)]+
= Boq 2+

Obtenemos asi el potencial cuadrupolar®

Bogq
chuadrupolar = 2L’I”5 (I't & I') )

donde el supraindice ¢ indica la operacién de trasposicion. Hemos definido
el tensor momento cuadrupolar

&€ =Traza(Z) - 37,
con 7 un tensor de elementos

IZ]:d-a(Sij—(d-a%i)(a-i“j).
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Utilizando la ecuacién V(r! - € -r) = 2&€ - r obtenemos la fuerza

S BN o
Fcuadrupolar = _v‘/cuadrupolar = - %4(] <8 r—= 5 (rt & I') I'> :

En el caso particular donde los dipolos se orientan paralelos a la distancia a,
y reorientando el sistema de coordenadas de manera que a y d sean parale-
los a 2, la matriz I;; es diagonal, con I, = Iy, = day I.. = 2da. Resulta,
entonces,

E-r=—a (3(r-a)d—dr) )
con lo cual
2(r-d)d+ (1-5(F-d)?)r

5

3
Fcuadrupolar = 5 50 q da

El potencial correspondiente se escribe

3(d-7)? -1
‘/cuadrupolar = /80 q da % .

6. Potenciales dipolar atémico y de polarizacién

Consideremos la interaccién entre una particula de carga ¢ y un ato-
mo neutro de nimero atémico Z. Si el dtomo tiene un momento dipolar
permanente d entonces la interacciéon a grandes distancias esta dada por

V(r) =~ Boq I'T—Sd +0(r ).
Pero, atn cuando el 4tomo no presente un momento dipolar permanente,
puede generarse una interaccién debida a un efecto de polarizacién de su dis-
tribucién de carga. De hecho, la proximidad de la carga g altera las orbitas
de los electrones en el atomo, dando lugar a una fuerza entre ambos que,
para el caso de un atomo de hidrogeno y a grandes distancias, corresponde
a una energia potencial con una ley

Wm:—ﬂ%.

El signo y la magnitud de la constante 3 depende de las caracteristicas de
la 6rbita donde se mueve el electron.

7. Interaccién de polarizabilidad

La ley de fuerza anterior se da sélo para el hidrégeno, debido a sus
peculiares propiedades de simetria. Para cualquier otro atomo neutro de
polarizabilidad v, el campo eléctrico E = qr/r3 debido a una carga ¢ genera
un momento dipolar inducido d = vE. Por lo tanto, la fuerza entre el &tomo
y la carga g es, a grandes distancias,

d r
F%_2ﬁoqr_3:_2ﬁoq275 .

Y la energia potencial es

vq*

V:_BOT?A"

En general?, los 4tomos de gases nobles presentan valores de polarizabilidad
relativamente pequenos, del orden de o ~ 1.38 unidades atémicas para el
helio y 11.07 u.a. para el Argén. Sin embargo, si se los “excita”, llevando uno
de sus electrones a una orbita més abierta, este se vuelve muy vulnerable a
la interaccién con cargas externas, y se produce un draméatico incremento de
la polarizabilidad (aproximadamente 315 u.a. para el He(225), 800 u.a. para
el He(21S) y 320 w.a. para el Ar(3%P,)). Comparativamente, la polarizabili-
dad de los atomos alcalinos, debido a la presencia del electrén de valencia,
toma valores en dicho rango; aproximadamente 160 u.a. para el Sodio y 300
u.a. para el Potasio. La excitacién también produce un aumento de la po-
larizabilidad, pero en una magnitud menor que para los gases nobles (2950
u.a. para Na(4s), 360 u.a. para Na(3p), 4600 u.a. para K(5s), 630 u.a. para
K(4p)).

Este tipo de interaccién fue ampliamente estudiada por Paul Langevin
en 1905, en relacién con la difusién mutua de una mezcla de gases®
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8. Potencial de Maxwell

Una ley de fuerza con una dependencia con la distancia similar a la del
potencial de polarizabilidad, pero suponiendo una interaccién repulsiva, fue
estudiada por Maxwell en el siglo pasado®. El interés de Maxwell por una
energia potencial de la forma

V(r)=Z/r con Z >0,
no se debié al estudio de ningiin problema concreto, sino a motivos pura-
mente practicos relacionados con los muy dificiles calculos que se presentan
en la teoria cinética de gases. Este tipo de interacciéon tiene una muy extrana
propiedad: el tiempo de colision, es decir el tiempo medio que transcurre en-
tre colisién y colisién para una particula cualquiera del gas, es independiente
de su velocidad. Esta propiedad es de gran utilidad en la teoria cinética de

gases, ya que simplifica enormemente el calculo de las propiedades de trans-
porte.

9. Interaccion de London

Si analizamos la interaccién entre dos dtomos neutros y sin momentos
dipolares permanentes, la interaccion interatémica se establece por la induc-
cién mutua de momentos multipolares. Este efecto fue predicho y estudiado
por F. London” en 1930. Por medio de un tratamiento perturbativo de se-
gundo orden se obtiene

W 4 oT),

V(T) - = 6

donde Zy s es el denominado “coeficiente de Van der Waals”, con valores
que van desde 1.4 unidades atémicas (para He + He) hasta 62 unidades
atémicas (para Ar + Ar).

10. Campo gravitatorio o electrostatico de un ob-
jeto extenso

Consideremos ahora una distribucion de cargas ¢; ubicadas en posiciones
fijas a; respecto de un punto O. Si ubicamos una carga ¢ a una distancia r
respecto de O, la energia potencial (renormalizada) es

V:Boqz &

lr —a;|

Si bien estaremos discutiendo el caso de una interaccion electrostatica, los
mismos resultados se pueden aplicar al caso gravitatorio reemplazando (3,
por la constante de gravitacién universal —a, y ¢; por las masas m;.

Supongamos ahora que r > a;Vi. Repitiendo los pasos dados en las dos
secciones anteriores, podemos escribir el siguiente desarrollo

V:ﬂoq<%+:—3d+"') )

donde
Q=> a
i
es la carga total del sistema, y

do = Z gia;
i

es el momento dipolar. Evidentemente, la carga total no varia si trasladamos
el punto O a otro O’ separado del primero por una distancia R. En cambio,
el momento dipolar se modifica en

do =) q(ai—R)=do - QR.

Vemos que si la carga total es distinta de cero, entonces siempre pode-
mos anular el momento dipolar si elegimos el origen en el centro de carga
R = do/Q. Evidentemente, todo lo dicho hasta ahora en esta seccién se
aplica a una distribucion de particulas en cuanto a la interaccion gravitato-
ria. En dicho caso, puesto que no es posible anular la masa total, siempre es
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posible anular el momento dipolar eligiendo el origen en el centro de masa.
En el caso electrostatico, en cambio, la carga total puede ser nula, y en dicho
caso el momento dipolar es independiente de la eleccion del origen. Esto es
justamente lo que pasa con el dipolo eléctrico, donde dgr = do.

Si continuamos con el desarrollo anterior, nos encontramos con un térmi-
no cuadrupolar dado por

2 2 2
I' a; rTa;
V::uadrupolar = /Boq Z QZ 3T5 .
Bogq
210 ( E-r) ’

donde el tensor cuadrupolar & = Traza(Z) — 3Z estd definido a partir del
tensor Z de elementos

Lij = Zqz' (afél-j —(

En el caso de una interaccion gravitatoria, Z se denomina tensor de inercia,
“artefacto” matemdtico muy utilizado en relacién con el movimiento de los
cuerpos rigidos.

La energia potencial es, entonces,

_ Boq r-d r-&r
V= r @+ r2 + 274 + '

a; - ﬁ:l)(az . .’i])) .

Con la ayuda de las siguientes ecuaciones

vrt = nr e
Vir-d) = d
1
Vizrt-&.r) = r,
2
obtenemos la fuerza F = —VV

F— Boq

[Q +- (3% d—d)—l<5-f-—2(ft-5-f)f~>+--}.

11. Distribucién de carga con simetria axial

Cuando la distribucién de carga es continua y con simetria axial, pode-
mos reorientar el sistema de coordenadas de manera de hacer coincidir el
eje z con el eje de simetria. En este caso, el momento dipolar apunta nece-
sariamente en dicha direcciéon, d = dz. Por otra parte, el tensor de inercia
es diagonal y con I, = I,,. Por lo tanto

rr.&.r = r? (2L, +1,,) — 3 ((:1:2 + yQ)Im + ZQIZZ)
(2,2:2 % — )Im + (95 + 92 222)IZZ)
= (III Izz) (2 - .%‘2 - y2)
(

Ly — L2) (3(r-2)2 = r?)
y con ello

B, R
chuadrupolar = gog t. E-r= Qj“g (Ixx - Izz) (3(1’ .

H2-1) .
Esta ultima expresion es idéntica a la obtenida en una seccién anterior

para un cuadrupolo formado por dos dipolos alineados. Se suelen definir
los pardmetros adimensionales

r2 2

J:—d J:Izz_lccr
1 QCL 2 QCL2 )
donde a es una dimensién caracteristica del sistema, de manera tal que
2 a(a. 2)\2
a . . a® 3(r-z)*—1
V:—ﬁoq@ (1—J1—r'z—J2— (F-2) +~'>;.
r r

En general, para un cuerpo asimétrico, el efecto de los armdnicos de orden
superior al cuadrupolar puede encontrarse sin dificultad, en tanto que el
desarrollo de |r & a/2|~! en polinomios de Legendre puede integrarse para

dar - .
_50362 ;::OJ" (%) Pu(i-4),

Vir) =
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donde J, = —1. Asi como el coeficiente Jy estd relacionado con el
achatamiento o estiramiento del cuerpo a lo largo del eje de simetria, Js
mide una deformacién en forma de ”pera”. Los valores sucesivos de estos
pardmetros para el caso del campo gravitatorio terrestre son

Jo ~ +1.1x1073
Jy ~ —25x107°
Ju ~1.6 x107°
J; ~ —02x1076.

&

La conclusién de esta seccién es que al analizar la interaccién (gravitatoria
o electrostdtica) de una particula con un sistema lejano, se puede lograr
una mejor aproximacién si junto con la consideracién de una carga o masa
puntual, se incorporan correcciones dipolares, cuadrupolares o de orden su-
perior.

12. La forma de la Tierra

La situacion de simetria axial es de interés en el caso de la atraccién
gravitatoria de la Tierra, cuya forma es aproximadamente la de una esfera
achatada en los polos. De hecho, J> da una medida de dicho achatamiento.
Si consideramos una distribucién de masa con forma prolada, es decir mas
larga en la direccién z que ancha, entonces Jo es negativo. Si el sistema es
oblado, y tal es el caso de la Tierra, Jy es positivo. En general, para un
esferoide (elipsoide de revolucién) homogéneo con semiejes a, a y ¢,

02—a2

5a?
La Tierra es aproximadamente un esferoide oblado cuyo radio ecuatorial,
a ~ 6370 km, excede al radio polar ¢ en aproximadamente 21.4 km. Si la
Tierra fuese homogénea podriamos caracterizar esta diferencia a través del
valor de Jy anterior

Jp = —

Jy=——— - T con €=
5a? 5a 5 a

Sin embargo, la Tierra es considerablemente mas densa en el centro, por lo
cual Jy es algo menor que el valor anterior.

La energia potencial gravitatoria de una particula de masa m es, en-
tonces,

aomM ( a? 3cos? 6 — 1)

1%
22 2

donde M es la masa total de la Tierra. Como veremos a continuacion, tan-
to Jo como € pueden determinarse por medio de medidas terrestres de la
aceleracién de la gravedad y el uso de un principio de equilibrio.

El achatamiento de la Tierra es una consecuencia de su rotacién. En
un muy largo periodo de tiempo, la Tierra se ha deformado plasticamente,
actuando mas como un liquido viscoso que como un sélido rigido, hasta al-
canzar un equilibrio entre la fuerza de gravedad y la fuerza centrifuga. La
energia potencial de un elemento de masa m a una distancia r del centro de
la Tierra es

a? 3cos26?—1> 1 55,
2

_ 2
V(r)=— (1_J2r_2 5 — —mw*r<sin6 .

En equilibrio, la superficie de la Tierra debe ser una equipotencial®, V =
constante. Igualando los valores en el polo (6 = 0) y el ecuador (6 = 7/2),
obtenemos

O sea

1 M 1 3 M 3
—w2a2:ao 6——J2—J2a—, %ao <e——J2>.
2 3 a 2

Obtenemos asi la siguiente ecuacién que relaciona Jo y e,

w?a = g, (2¢ — 3 .J2)

y Instituto Balseiro, Av. Bustillo 9500, R8402AGP San Carlos de Bariloche, Rio Negro, Argentina. (www.ib.edu.ar) 7/15



3 2
€:§J2+wa7

9o

donde hemos definido la aceleracién “normalizada” g, = a,M/a®. Para
poder obtener € y Jo necesitamos otra relacién. Para ello recurrimos a medi-
ciones de la aceleracién de la gravedad en los polos y en el ecuador,

aoM a?
Gpolo = 22 (1 - 3C_2J2> ~ Jo (1 + 2¢e — 3J2) s
aoM 3 3
YJecuador — 22 (1 + §J2) - CL)QCZ = Yo (1 + §J2> — 3Jo (26 — 3J2) s

9
= o (1—26+—J2> .
2
Mediciones gravimétricas arrojan los siguientes valores

Gpolo = 983.217 cm/seg”
= 978.039 cm/seg” .

YJecuador

Por otra parte, el radio ecuatorial de la Tierra es a = 6378160 4+ 40m y el
dia sideral es de 24 x 60 x 60seg. Obtenemos asi

e =

JQ%

0.003376
0.001095

que estan en buen acuerdo con mediciones directas obtenidas desde satélites.
Tal como esperdbamos, Jy es algo menor que 2¢/5.

13. Orbitas satelitales

La fuerza ejercida por la Tierra sobre un satélite de masa m es

F - _O“’TLZM [H;Jg (%)2(2(?-2)24—(1—5(%-2)2)?)]
= _O‘OTLQM [f-_i_gJQ (i)2:3 <2r2z2+(r2— 5z2>r)] .

El término cuadrupolar afecta la érbita del satélite. En primer lugar, debido
al apartamiento que produce respecto de la ley de cuadrado inverso, genera
una precesion del eje mayor de la drbita. Esta precesion es hacia adelante
para érbitas con pequena inclinacién respecto del plano ecuatorial, y en di-
reccion retrograda si la inclinacién es superior a arcsin(y/4/5) = 63.4°. Esta
diferencia es un reflejo del cambio de signo del término cuadrupolar. Otro
efecto es que la fuerza ya no es central, y se genera una precesion retrégrada
del plano orbital alrededor del eje terrestre, que disminuye al aumentar la
inclinacién, anuldndose para érbitas transpolares. Ambos efectos son fuerte-
mente dependientes del radio de la érbita. El efecto de la forma de la Tierra
sobre la Luna es de unos pocos segundos de arco por ano, contra los 19° que
produce el campo gravitatorio del sol.

14. Mareas

Una fuerza gravitatoria o electrostatica no uniforme actuando sobre un
cuerpo genera tensiones internas denominadas “fuerzas tidales”. Un ejem-
plo muy conocido de este efecto estd dado por las mareas producidas en
los océanos de la Tierra por accién de la Luna. Consideremos una particula
de masa m en una posicion a de la superficie terrestre, la energia potencial
correspondiente a su interaccién con la Luna (de masa M}, y ubicada a una
distancia Ry, del centro de la Tierra) es

a,mM,

v, = Lo
L la—Rp|’

que desarrollando en potencias de a/ Ry, obtenemos

aomMp S/ a \*¢ N
v, = - QMUELNS (9N bR,
T R, ;:%(RL> (R - &)

aomM;y, a - o1 a \2 N 9
- —([1+—R}- - | = 3Ry, - -1 .
Ry, <+RL La+2(RL> <(La) >+ )

%
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El primer término es constante, y no da lugar a ninguna fuerza. El térmi-
no lineal a,mM7y, z/ R;? da lugar a una aceleracion gravitatoria uniforme
aomMrp/ R;? en direccién hacia la Luna. Este término describe el princi-
pal efecto de la fuerza gravitatoria, que es acelerar el sistema Tierra-Luna
en su movimiento orbital alrededor del centro de masa comun, y es irrel-
evante para el fenémeno de las mareas que estamos analizando. Podemos
eliminarlo pasando a un sistema no inercial que rote solidariamente con el
sistema Tierra-Luna. Queda sélo el término cuadratico en a, de naturaleza
cuadrupolar, equivalente a la presencia de un campo gravitatorio,
a, My,

1 2
gL=— V=05 (3a-Ro)RL — Ri%a) .

Vemos que esta fuerza produce un efecto de tension en la direccién Tierra-
Luna, y de comprension en la direcciéon perpendicular.

Puede resultar sorprendente la simetria de la fuerza tidal, en particular
que en el punto mas cercano a la Luna sea idéntica en magnitud que en el
punto més alejado.

La fuerza tiene una componente tangencial, que tiende a empujar el
agua del mar hacia el eje del sistema Tierra-Luna, produciendo dos puntos
de marea alta. Puesto que el eje de rotacion de la Tierra es aproximadamente
perpendicular al plano orbital Tierra-Luna, los “bultos” tidales recorren la
superficie terrestre con un periodo de aproximadamente 12 horas como mar-
eas semi - diurnas.

Podemos comparar la aceleraciéon producida por la mareas, g; =
aoMra/ R:3, con la aceleracién terrestre g, ~ oMy /a?. Siendo que
Mp /My, ~81.3y Ry /a ~ 60.3, obtenemos

IL 560 x 1075 .
9o

Comparativamente, la marea producida por la acciéon del Sol es
| eolso/Ret_ (Ms) (T
Jo aoMr/a? My Rg

~ 2.57x1078.

3
) = (3.33 x 10%) x (4.26 x 1079)

Por una sorprendente coincidencia, tinica en todo el sistema solar, las fuerza
tidales del sol y la luna son de igual orden de magnitud. Esto hace que
en Luna nueva y Luna llena, puesto que la Luna y el Sol actian sobre la
misma direccién, las mareas son especialmente pronunciadas. Estas son las
mareas vivas. Por otra parte, en los cuartos creciente y decreciente, cuando
la luna y el sol forman un angulo recto, sus efectos se cancelan parcialmente,
produciéndose las llamadas mareas muertas.

Para tener una idea de la magnitud del efecto, podemos considerar que
la superficie del agua sobre la Tierra debe formar una equipotencial. Para
calcular la variacién h respecto del nivel de equilibrio, escribimos

a, M7, a \? . 9
oh = — R; - -1
g 2Ry, <RL) (3( r-8) )

0 sea,

3 1
h%ag—L (—00829——> .
Jo \2 2

Usando que a ~ 6370 km, obtenemos que la altura méxima de la marea es
de apenas hmax ~ 0.36 m. Una cuenta similar realizada para el efecto solar,
produce una marea de hpax ~ 0.16 m. Estos valores aproximados pueden
parecer excesivamente pequenos. Sin embargo, estan muy de acuerdo con la
magnitud de las mareas en alta mar. En zonas menos profundas, en cambio,
son fuertemente dependientes de la topografia local. Ademds pueden pro-
ducirse fenémenos de resonancia, dependiendo de los periodos naturales de
oscilacion de las masas de agua. Segun sea la forma, tamano y profundidad
de una zona costera, pueden producirse mareas excepcionalmente altas. Por
ejemplo, la marea que se produce en la desembocadura del Rio Negro es de
una amplitud media de 3.5 metros, o sea cien veces mayor a la estimacién
anterior, introduciendo una masa de agua salada dentro del cauce de Rio
hasta aproximadamente 10 kilémetros aguas arriba. Este efecto se obser-
va hasta aproximadamente el kilometro 65 donde dicha influencia deja de
percibirse.
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15. Estabilidad de la orbita lunar

La disipacién de energia por accién de las mareas tiene el efecto de fre-
nar gradualmente la rotacién terrestre. A medida que la Tierra gira sobre
su eje intenta arrastrar consigo los bultos de las mareas, mientras que la
Luna empuja para mantenerlas alineadas con el eje Tierra-Luna. De esta
manera se genera una cupla que actia en contra de la rotacién terrestre.
Tal como se discute en otro apunte de esta serie, el impulso angular de
la Tierra es Ly = Ipwyr donde I es el denominado momento de inercia.
Para un cuerpo esférico homogéneo de masa M7 y radio a esta cantidad
es igual a I = 2Mpa?/5. Sin embargo, como la densidad de la Tierra es
mayor en el centro que en la superficie, I7 es algo menor que esta cantidad,
aproximadamente I = 0.33Mra?. Despreciando el momento angular de la
Luna, que de hecho es comparativamente muy pequeno, el momento angu-
lar total del sistema, suponiendo que los ejes de rotacién estan alineados, es
aproximadamente igual a

L = prpR?wrp, + 0.33Mpd’wr |

donde wyy, es la velocidad angular orbital de la Luna. Puesto que la masa
reducida del sistema Tierra-Luna es pury ~ My /82.3, tenemos que

L R\?
IU,TLQQ = (g) wTJ, + 27.2 wr .

En la actualidad (¢ = 0), siendo R(0)/a = 60.3 y wp(0)/wrr(0) = 27.4,

obtenemos que

R\? wrp wr

160 ~ | — +27.2 .

a/) wr(0) wr(0)
Adviértase ademas que en este momento el primer término es cinco veces
superior al segundo. Por la tercera ley de Kepler, la velocidad angular or-
bital estd relacionada con el radio de la érbita lunar por w#; R® = a,Mr,
con lo cual,

wrr(t) meﬁﬂﬁﬂ_274deHﬂﬁﬂ
wT(O) wr (0) - ’ wTL(O)

Reemplazando en una ecuacién anterior, obtenemos las siguientes expre-
siones para la velocidad angular de la Tierra wr y para la velocidad angular
orbital de la Luna wrpy,,

W R 1/2
— 5.88-0.629 [~
or(0) 5.88 069(@)
—3/2
OrL_ 111(5) .
wr(0) a

Vemos que a medida que wp decrece por la friccién de las mareas, la distan-
cia Tierra-Luna R debe crecer. Y simultaneamente también debe decrecer la
velocidad angular orbital wry. Si graficamos ambas curvas, vemos que hay
dos puntos de cruce. Dichos puntos corresponden a estados de equilibrio,
donde ambas velocidades angulares son iguales, y ya no habria friccion por
mareas. En tales casos, la Tierra mostraria siempre la misma cara hacia la
Luna, tal como hace la Luna actualmente con la Tierra; y el dia terrestre
y el mes lunar tendrian la misma duracién. El primer punto corresponde
a R ~ 2.3a, con el dia terrestre de menos de 5 horas. Sin embargo, es-
ta situacion seria inalcanzable, puesto que R estaria por debajo del limite
de Roche, por debajo del cual las fuerzas tidales serfan tan intensas que
despedazarian la Luna.
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Relacion entre las velocidades angulares de rotacién de la Luna alrededor de
la Tierra wry, y de esta sobre su eje wr, como funcién del radio R de la érbita
lunar. a es el radio de la Tierra. La flecha indica la situacién actual

Este limite lleva el nombre de quien lo descubriera en 1848, el astronomo
y matematico francés Edouard-Albert Roche (1820-1883). Trabajando so-
bre el tema de las mareas, Roche mostré que cualquier cuerpo sélido que se
aproximase a otro cuerpo considerablemente mayor, sufriria unas poderosas
fuerzas de marea que, eventualmente, lo destrozaria en fragmentos. Si am-
bos cuerpos tienen densidad similar, esta distancia es 2.446 veces el radio
del planeta. De hecho, esta distancia representa el limite entre los sistemas
de anillos y los satélites interiores de los planetas del sistema solar, siendo
aproximadamente igual a 175000 km para Jupiter, 147000 km para Saturno,
62000 km para Urano, y 59000 km para Neptuno. Aparentemente, los ani-
llos representan restos que nunca pudieron constituirse en un satélite. El 7
de Julio de 1992 el cometa Shoemaker-Levy 9 se partié en 21 pedazos por

accién de las fuerzas tidales, al sobrepasar el limite de Roche del planeta
Jupiter.

El sistema Tierra-Luna se encuentra bien apartado del limite de Roche.
De hecho, la situacién actual se encuentra cerca del segundo punto de equi-
librio, y moviéndose en direccién a él. Este proceso es extremadamente lento.
De hecho el dia se reduce en apenas 2 milisegundos por siglo. Si este punto
se alcanzara, la distancia Tierra-Luna seria aproximadamente la mitad que
en la actualidad, con un dia (mes) de 48 horas. Este no serd, sin embargo, el
final de la historia, pues todavia estaran actuando las mareas solares. Estas
tenderan a frenar ain mas la rotacién de la Tierra, llevando a la Luna de
nuevo a reducir el radio de su érbita.

Edouard Albert Roche
(Montpellier, 17 de Octubre de 1820 - 18 de Abril de 1883)
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Este mecanismo ocurre en todo el sistema solar. Los satélites en orbitas
sub-sincrénicas tienen érbitas decadentes en direccion al planeta, mientras
que las d6rbitas supra-sincrénicas se alejan de él. Las lunas de Marte, Fobos
y Deimos, caen, respectivamente, en estas dos categorias. Hasta hace poco
tiempo se crefa que Mercurio y el Sol habian alcanzado un estado final de
equilibrio, y que Mercurio siempre mostraba la misma cara al Sol. Pero ac-
tualmente se sabe que la relacién entre los periodos orbital y de rotacién es
3/2. Su estabilidad depende de la gran excentricidad de la érbita de Mercu-
rio.

16. Hipotesis non fingo (?)

A modo de conclusion, quisiera discutir brevemente el concepto de
fuerza, pero desde un punto de vista historico. Cuando Newton demostré que
la interaccién que sostenia a los planetas en 6rbitas elipticas seguia una ley
de cuadrado inverso, se contestd una pregunta, pero surgieron otras. En este
esquema del Universo, ya no se consideraba que los planetas se movian en
sus orbitas debido a su naturaleza divina o al esfuerzo continuo de los dnge-
les, como ensenaba la Escolastica, ni porque sus mismas formas esféricas
fueran una explicacién por si misma evidente de su movimiento circular, co-
mo pensaban Copérnico y -posiblemente- Galileo. Ahora no quedaba ningiin
agente fisico que explicara o hiciera plausible ese movimiento. Kepler habia
sido uno de los primeros en explorar seriamente la naturaleza del agente que
producia este movimiento, adoptando una hipdtesis bastante prometedora
en aquel entonces. Veamos cual fue.

Desde tiempos inmemoriales se sabia de la atracciéon del iman por el hie-
rro y de la atraccién de objetos livianos por sustancias tales como el vidrio,
el lacre o el azufre después de haber sido frotadas con un pano seco. En 1600
William Gilbert (1544 - 1603) publicé un tratado titulado De Magnete, Mag-
netisque Corporibus, et de Magno Magnete Tellure donde discutia precisa-
mente estos fenémenos. En dicha monografia explicaba que, como el iman
sélo atrae al hierro, la naturaleza de este efecto, que denominé magnético,
debia ser distinta que la de los cuerpos electrizados por frotamiento. Tam-

bién concibi6 a la Tierra como un gigantesco iman.

William Gilbert (Colchester, 1544 - Londres, 30 de Noviembre de 1603)
pertenecia a una acomodada familia inglesa. Habia estudiado medicina y
matematicas en Cambridge y posteriormente practicé como médico en Londres,
alcanzando suficiente renombre como para ser designado médico de la Reina
Isabel y, a su muerte en 1603, de su sucesor Jaime I. Su obra De Magnete
resumia sus quince anos de investigaciones experimentales que le consumieron
una parte sustancial de su fortuna.
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De Magnete fue la obra mas importante de Gilbert. Sin embargo, en nue-
stro caso nos interesa mas un segundo libro editado por su hermano, siete
anos después de su muerte, en base a dos manuscritos. Este libro recibié el
titulo de De Mundo Nostro Sublunari Philosophia Nova (1651, Una nueva
filosofia de nuestro mundo sublunar). En él, entre otras especulaciones ac-
ertadas sobre la rotacién de la Tierra, Gilbert imaginé que la gravedad y el
movimiento de los planetas podrian explicarse como fenémenos magnéticos.
Esta idea, que ya habia sido adelantada en De Magnete, fue apreciada por
Galileo y, posteriormente, llamé la atencion de Kepler, cuya rica imaginacion
pudo representar fuerzas magnéticas que emanaban del Sol para mantener
a los planetas en sus drbitas.

Kepler estaba equivocado, pero por lo menos fue el primero en considerar
al Sol como el agente mecanico de control del movimiento planetario. Otro
esquema fue expuesto por Descartes, quien propuso que todo el espacio esta-
ba lleno de un fluido sutil e invisible de corpisculos materiales. Imaginaba
que los planetas estaban atrapados en un inmenso movimiento semejante
a un vortice de este fluido alrededor del Sol. Esta idea fue ampliamente
aceptada durante un tiempo.

Newton advirtié que la misma ley de la Gravitacion Universal parecia
implicar la existencia de una “acciéon a distancia” entre un cuerpo y otro.
Todo era como si los cuerpos pudieran ejercer una interaccién entre si, sin
mediar -aparentemente- ningiin agente externo. Existen varias sugerencias
de que Newton tenia una representacién basicamente cartesiana de este
efecto, como producido por un éter omnipresente. Por ejemplo en la sec-
ciéon I1I, pregunta 18 de su “Opticks” sugiere que el calor es “transmitido a
través del vacio por la vibraciéon de un medio mucho mas sutil que el aire,
el cual, después de que se ha sacado el aire (como al evacuar un recipiente
con una bomba), permanecia en el vacio”. Sin embargo, en los Principia
prefirié guardar estas ideas para si, y no aventurar ninguna hipétesis. De
hecho, el tono euclidiano del trabajo no se convenia con hipotesis de tono
especulativo. De esta manera, al final del Libro II escribié:

Pero hasta aqui no he podido descubrir la causa de esas
propiedades de la gravedad a partir de los fenémenos (ob-

servacién y experimentacion), y no propongo hipétesis... Para
nosotros es suficiente que la gravedad realmente exista y actte
de acuerdo a las leyes que hemos explicado, y que abundante-
mente sirve para explicar todos los movimientos de los cuerpos
celestes y de nuestro mar.

Este Hipotesis non fingo, es decir, esta cuidadosa omision de cualquier es-
peculacién sobre el agente causante de la interaccion gravitatoria, sond a
anatema en su época pero -al decir de Max Born- “... después de que la
teoria de Newton ... habia sido establecida, la idea de una fuerza actuando
directamente a distancia se convirtié gradualmente en un habito del pen-
samiento. Pues, en realidad, no es méas que un héabito cuando una idea se
graba tan fuertemente en las mentes que es usada como principio de expli-
cacién”.

La especulacion, ain la mas fantasiosa, es uno de los factores mas dinami-
cos del progreso cientifico. En este sentido el Hipotesis non fingo newtoniano
produjo un efecto muy negativo. Debieron pasar mas de 150 anos para que
se comenzara a cuestionar el “habito del pensamiento” que veia con natura-
lidad la accién a distancia de las fuerzas gravitatoria, eléctrica y magnética.
Este cambio de actitud ocurrié -timidamente al principio- de la mano del
maés grande fisico experimental de todos los tiempos, Michael Faraday (1791-
1867) quién, para dar una interpretacién a sus observaciones sobre la elec-
tricidad y el magnetismo, comenzo6 a utilizar el concepto de lineas o curvas
de fuerza, un término que ya se habia utilizado en relacion con el mag-
netismo a principios del siglo XVII. Sin embargo, influido por la autoridad
newtoniana, Faraday daba a entender en sus escritos que las lineas de fuerza
eran sélo una herramienta 1til. Pero es evidente que usé tanto este concepto
que llegé a imaginarlo como algo real. Esta visualizacién fue reforzada por
ciertos trabajos publicados entre 1847 y 1854 por William Thomson (Lord
Kelvin) donde se llamaba la atencién sobre la analogia entre las lineas de
fuerzas electrostaticas y magnéticas, y las lineas de flujo en un fluido.

Los trabajos experimentales de Young, Fresnel y otros habian demostra-
do que la luz se comportaba como una onda, y muchos sospechaban que
debia haber una conexién de la luz con la electricidad y el magnetismo.
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El mismo Faraday habia demostrado experimentalmente que una fuerza
magnética podia rotar el plano de polarizaciéon de la luz. Esto lo llevo a
sostener que la luz podria ser una oscilacién transversal de las lineas de
fuerza magnética. A partir de esta idea, Faraday comenzd a cuestionarse
el concepto de accién a distancia, y a preguntarse si las fuerzas eléctricas
y magnéticas no necesitarian cierto tiempo de propagacién, posiblemente
igual a la velocidad de la luz. Sus tltimas investigaciones -que nunca com-
pleto- estaban referidas a esta cuestion. Nunca sabremos como se proponia
atacar este problema. Sélo dej6 algunos pinones, ruedas delicadas y espejos.

Michael Faraday (22 de Setiembre de 1791 - 25 de Agosto de 1867)

Esta idea fue finalmente retomada por James Clerk Maxwell quien,
basandose en el concepto de linea de fuerza de Faraday y en la analogia
matematica de Thomson desarroll6 el concepto de “campo”. Los términos
“campo eléctrico” y “campo magnético” aparecen en los primeros dos tra-
bajos escritos por Maxwell sobre el tema en 1856 y 1861. En 1865 publico la
version final de su teoria:

Yo he preferido buscar una explicacion [de los fendmenos eléctri-
cos y magnéticos] suponiéndolos producidos por acciones que
continidan en el medio circundante asi como en los cuerpos ex-
citados y tratando de explicar la accién entre cuerpos distantes
sin suponer la existencia de fuerzas capaces de actuar directa-
mente a distancia. La teoria que propongo puede, por lo tanto,
ser llamada teorfa del “Campo electromagnético” |...]

» -7 'y,
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James Clerk Maxwell (Edimburgo, 13 Nov. 1831 - 5 Nov 1879)
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La aceptacién general de esta teoria hacia el final del siglo XIX marcé la
transicion del concepto de accidén a distancia a la presente idea de “campo”.
En este contexto, era natural imaginar que el campo gravitatorio debia te-
ner un status muy especial, en tanto que la masa gravitatoria era idéntica a
la masa inercial. Muchos fisicos y matematicos del siglo pasado entendieron
que esto no podia ser casual. Finalmente, en las primeras décadas del siglo
XX, Einstein vio en esta igualdad la clave inicial para el desarrollo de su
Teoria de la Relatividad General. Pero esa es otra historia...

Notas

IPosiblemente se refiere a su invencién de la bobina o muelle usado en el
volante de los relojes

2Una molécula diatémica cuyos dos nticleos son distintos se denomina,
heteronuclear. En este caso la molécula puede formarse por un mecanismo
llamado de ligadura ionica. La mélecula de sal NaCl es un ejemplo tipico. Por
un efecto cudntico, es energéticamente mas conveniente que un electrén de
valencia del Sodio se desplace en direccion al Cloro para formar dos iones de
carga opuesta Na™ y Cl~ que se atraen entre si. El resultado es una molécula
que tiene una distribucién de carga no simétrica, y que por lo tanto esta po-
larizada. Existe otro mecanismo de ligadura denominado covalente. donde,
bésicamente, los electrones de valencia tienden a ubicarse preferentemente
entre ambos nucleos actuando asi como un cemento que tiende a juntar-

los. Este es el inico mecanismo que puede actuar en el caso de moléculas
homonucleares. En una descripcién cléasica, este efecto ligante no alcanzaria
a compensar la repulsién entre los ntcleos. Esto sélo ocurre como resultado
de efectos cudnticos denominados de intercambio y solapamiento. La energia
potencial resultante para la interaccién entre los nicleos tiene un aspecto
semejante al correspondiente a la ligadura idnica, con el efecto de atraccion
producido por los electrones dominando a distancias intermedias, y la re-
pulsion electrostatica entre los niicleos a distancias menores. En general la
situacién es mas complicada, y la mayoria de las ligaduras de las moléculas
heteronucleares no son ni totalmente idnicas ni totalmente covalentes.

3También llamado “potencial cuadrupolar eléctrico”, para distinguirlo
del caso “magnético” que no estudiaremos en este curso

L. G. Christophorou and E. Illenberger, Phys. Lett. A 173 78 (1883).

°P. Langevin: “Une formule fondamentale de théorie cinétique” (Annales
de chimie et de physique), Serie 8, 5, pags. 245 - 288 (1905).

6The Scientific Papers of James Clerk Maxwell, vol. II (editado por W.
D. Niven), pags. 26 - 78 (Dover, New York, 1952).

"Trans. Faraday Soc. 33 222.

8Una consecuencia de que la superficie de la Tierra es aproximadamente
una equipotencial, es que la gravedad apunta siempre en una direccion per-
pendicular a la superficie terrestre. En otras palabras, una plomada apunta
siempre “hacia abajo” en lugar de hacia el centro de la Tierra.
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